Всероссийская олимпиада школьников по математике. 2017–2018 уч. год.

Школьный этап. Вариант 2.

· класс

1. (7 баллов) Представьте число 2017 в виде суммы пяти натуральных чисел так, чтобы все цифры, использованные в этих пяти числах, были различны.

Решение. Один из возможных примеров: 2017 = 1976 + 30 + 4 + 2 + 5. Есть и другие представления.

Критерии. Предъявлено хотя бы одно правильное представление, даже без каких-либо пояснений: 7 баллов.

Искомого представления не получено: 0 баллов.

2. (7 баллов) Квадратный оконный проем образован двумя прямоугольными рамами. Внутри каждой из них написали число, равное периметру рамы. Напишите, чему равна сторона квадрата всего оконного проема, и объясните, как вы ее получили.
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Ответ: 5.

Решение. Пусть сторона квадрата равна a, а ширина левого прямоуголь-ника равна b. Тогда ширина правого прямоугольника равна a − b.

Левый прямоугольник дает соотношение 2a + 2b = 14, а правый прямо-угольник дает соотношение 2a+2a−2b = 16. Сложив эти два соотношения друг с другом, получим 6a = 30, откуда a = 5.

Критерии. Верное решение любым способом: 7 баллов.

Логически верный ход решения, но из-за арифметической ошибки ответ неправильный: 3 балла.

Подобран пример, где прямоугольники действительно обладают нужным периметром, но не объяснено, как получены длины их сторон: 2 балла. Только правильный ответ без пояснений: 1 балл.

3. (7 баллов) Рыцарский турнир длится ровно 7 дней. К концу четвертого дня сэр Ланселот не успел сразиться лишь с одной четвертью от общего числа участников турнира. А сэр Тристан к этому времени сразился ровно с одной седьмой из тех рыцарей, с кем успел сразиться сэр Ланселот. Какое минимальное количество рыцарей могло участвовать в турнире?

Ответ: 20.

Решение. Пусть Ланселот не сразился с x рыцарями. Тогда общее число рыцарей равно 4x, а сразился Ланселот с 3x − 1 рыцарем (общее количе-ство за вычетом x и самого Ланселота). Тогда Тристан сразился с \frac {3x-1} {7} рыцарей. Чтобы найти наименьшее возможное количество рыцарей, необ-ходимо подобрать минимальное x такое, что 3x−1 делится на 7. Значения x = 1, 2, 3, 4 не подходят, а x = 5 подходит. Таким образом, наименьшее возможное число рыцарей равно 20.

Критерии. Любое верное решение: 7 баллов.

За отсутствие обоснования того, что действительно могло быть ровно 20

рыцарей, баллы не снимаются.

Приведён только верный ответ: 2 балла.

4. (7 баллов) Володя расставил несколько (возможно 0) шахматных фигур на доску 8 × 8. Лёня заметил, что в каждом квадрате 2 × 2 стоит одинаковое количество фигур. А Влад заметил, что в каждом прямоугольнике 3 × 1 (или 1 ×3) стоит одинаковое количество фигур. Сколько фигур было выставлено на доску? (Укажите все варианты и докажите, что других нет.)

Ответ: 0 или 64.

Решение. Предположим, что в каждом квадрате 2 ×2 стоит m фигур, а в каждом прямоугольнике 1×3 n фигур. Выделим из доски какой-нибудь прямоугольник 2 × 6. С одной стороны, этот прямоугольник можно раз-бить на три квадрата 2 × 2, и значит в нём 3m фигур. С другой стороны, его можно разрезать на четыре прямоугольника 1 × 3, и тогда в нём 4n фигур. Получаем соотношение 3m = 4n, откуда n делится на 3. Но n мо-жет принимать значения 0, 1, 2, 3. Таким образом, n = 0 или n = 3. Иными словами, либо все прямоугольники 1 × 3 пустые, и тогда на доске стоит 0 фигур, либо все прямоугольники 1 × 3 полностью заняты фигурами, и в этом случае на доске стоят 64 фигуры.

Критерии: Любое верное решение: 7 баллов.

Пропущен случай нуля фигур, в остальном решение верное: 6 баллов. Доказано, что все прямоугольники 1 × 3 (или все квадраты 2 × 2) пустые или заполненные, но решение не завершено: 5 баллов. Приведён только верный ответ: 1 балл.

5. (7 баллов) Три школьницы зашли в магазин. Аня купила 2 ручки, 7 ка-рандашей и 1 блокнот, Варя 5 ручек, 6 карандашей и 5 блокнотов, Саша 8

ручек, 4 карандаша и 9 блокнота. Все заплатили поровну, но одна при оплате воспользовалась скидкой. Кто? (Объясните свой ответ).

Ответ: Варя.

Решение. Обозначим символами Р, К, Б стоимости ручки, карандаша и блокнота соответственно. Обозначим также суммарную стоимость поку-пок (без учёта скидки) Ани, Вари и Саши символами A, B, C. По условию,

A = 2Р + 7К + 1Б; B = 5Р + 6К + 5Б; C = 8Р + 4К + 9Б.

Сложим выражения для A и C и сравним результат с 2B:

A + C = 10Р + 11К + 10Б < 10Р + 12К + 10Б = 2B.

Получили, что A + C < 2B, откуда следует, что стоимость покупок Вари больше, чем стоимость покупок хотя бы одной из остальных девочек, а значит скидкой могла воспользоваться только Варя.

Критерии. Любое верное решение: 7 баллов.

Приведён только верный ответ: 1 балл.

Рассмотрен только случай конкретных цен на ручки, карандаши и блок-ноты: 0 баллов.

6. (7 баллов) В треугольнике ABC провели медиану AM. Найдите угол AM C, если углы BAC и BCA равны 45◦ и 30◦ соответственно.

Ответ: 135◦.

Решение. Пусть BH высота треугольника ABC. По условию угол BAC равен 45◦, поэтому BH = AH. В треугольнике CBH катет BH лежит против угла 30◦, поэтому BC = 2BH. Медиана HM прямоугольного тре-угольника BHC равна половине гипотенузы BC.
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Собирая все равенства отрезков воедино, получаем AH = BH = HM = M B = M C. Значит, треугольник M BH равносторонний, и угол CM H ра-вен 120◦. Кроме того, треугольник AHM равнобедренный, его угол AHM равен 90◦ + 60◦ = 150◦, поэтому угол AM H равен 15◦. Таким образом,

∠AM C = ∠AM H + ∠HM C = 120◦ + 15◦ = 135◦.

Критерии. Любое верное решение: 7 баллов.

Доказано, что треугольник AHM равнобедренный, но правильный ответ не получен: 5 баллов.

Приведён только верный ответ: 1 балл.

